
   
                                                                                                                                             

Φροντιστήριο «ΕΠΙΛΟΓΗ»                                                             http://www.epil.gr 
Ιατροπούλου 12 & σιδ. Σταθμού - Καλαμάτα                                        τηλ.:  27210-95352 & 96390    
 

ΑΠΟΛΥΤΗΡΙΕΣ ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ Γ΄ ΤΑΞΗΣ 
ΗΜΕΡΗΣΙΟΥ ΓΕΝΙΚΟΥ ΛΥΚΕΙΟΥ 

ΣΑΒΒΑΤΟ 24 ΜΑΪΟΥ 2008  
ΕΞΕΤΑΖΟΜΕΝΟ ΜΑΘΗΜΑ: ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ  

ΘΕΤΙΚΗΣ ΚΑΙ ΤΕΧΝΟΛΟΓΙΚΗΣ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ 
ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ ΘΕΜΑΤΩΝ 

 
ΘΕΜΑ 1ο 

 

A.1.  σελ. 235 
A.2   σελ. 191 
 
Β. α. → Σ,     β. → Σ    γ. → Λ    δ. → Λ    ε. → Σ 
 
ΘΕΜΑ 2ο 
 

α.  ( ) ( )2
2i 2 2 z 6 i 2 2 z 6 2 2 1 z 6 8 1 z 6+ = ⇔ + = ⇔ + = ⇔ + = ⇔  

      3 z 6 z 2= ⇔ = . Άρα ο Γ.Τ. των εικόνων του z είναι κύκλος κέντρου ( )0,0  και   

      2ρ = . Δηλαδή 2 2x y 4.+ =  
 

β.  ( ) ( )w 1 i w 3 3i− − = − − , ο Γ.Τ. των εικόνων του w είναι η μεσοκάθετος των   

     σημείων  ( )A 1. 1−  και ( )B 3, 3− . 

     3 1 2 1
3 1 2ΑΒ
− + −

λ = = = −
−

.  Άρα λμεσοκάθ.= 1. 

     Το μέσο Μ των Α, Β είναι ( )1 3 1 3, 2, 2
2 2
+ − −⎛ ⎞Μ = −⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

     Άρα εξίσωση μεσοκαθέτου:  ( )y 2 1 x 2 y x 4+ = − ⇒ = −   
 

2ος τρόπος 
Θέτουμε: w x yi= +  
Άρα ( ) ( ) ( ) ( )x yi 1 i x yi 3 3i x 1 y 1 i x 3 y 3 i+ − + = + − + ⇒ − + + = − + + ⇒  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2 2 2x 1 y 1 x 3 y 3 x 1 y 1 x 3 y 3− + + = − + + ⇒ − + + = − + + ⇒
2x 22x 1 y− + + 22y 1 x+ + = 26x 9 y− + + 6y 9 2y 6y 6x 2x 16+ + ⇒ − = − + + ⇒
4y 4x 16 y x 4.− = − + ⇒ = −  

 

γ.  Το w  είναι η απόσταση της εικόνας του w από την αρχή των αξόνων. Άρα το     

       ελάχιστο μέτρο w  είναι η απόσταση της αρχής των αξόνων από την ( ).ε  

       ( ) : x y 4 0ε − − =  
  



   
                                                                                                                                             

Φροντιστήριο «ΕΠΙΛΟΓΗ»                                                             http://www.epil.gr 
Ιατροπούλου 12 & σιδ. Σταθμού - Καλαμάτα                                        τηλ.:  27210-95352 & 96390    
 

 
         

( )
2 2

0 0 4 4 4d o, 2 2.
2 21 1

− −
ε = = = =

+
 

 
δ. Το z w−  είναι η απόσταση της εικόνας του z από την εικόνα του w. Αυτό γίνεται 

ελάχιστο όταν οι εικόνες των z, w είναι τα σημεία τομής της καθέτου από την αρχή 
των αξόνων προς την ( )ε , με τον κύκλο και την ( )ε . 

 

 
       
 Δηλαδή το ελάχιστο |z – w| = (AB) = d(O, ε) - ρ = 2 2 -2. 
 
ΘΕΜΑ 3ο  

α.  ( ) ( )
( )

( )
A0 A .

D'L'Hx 0 x 0 x 0 x 0 x 0
2

1
ln x xlim f x lim x ln x lim lim lim x 01 1
x x

+ + + + +

−∞
προσ−∞ προσ +∞

→ → → → →
= = = = − =

−
 

      και ( )f 0 0.=  Άρα ( ) ( )
x 0
lim f x f 0

+→
= . Άρα η f συνεχής στο 0x 0.=  

 
β.  Για ( ) ( )x 0, f ' x x ln x ' ln x 1.> = = +  

|w|

y = x - 4

(ε)

A

B

(ε)

Ο
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     ( ) 1 1f ' x 0 ln x 1 0 ln x 1 x e
e

−= ⇒ + = ⇒ = − ⇒ = =  

     
( )
( )

1

1

f ' x 0 ln x 1 0 ln x 1 x e

f ' x 0 ln x 1 0 ln x 1 0 x e

−

−

> ⇒ + > ⇒ > − ⇒ >

< ⇒ + < ⇒ < − ⇒ < <
 

 

 
 

      Ο.Ε για 1x
e

=  το 1 1 1 1f ln .
e e e e

⎛ ⎞ = = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 Άρα ( ) 1f x .
e

≥ −  

      ( )
f

ή

1 11f 0, f , f 0 ,0e e e

↓

και συνεχ ς

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎡ ⎤⎡ ⎤ = = −⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎝ ⎠ ⎣ ⎦⎣ ⎦
 

      ( ) ( )
f

ή x1x e

1 1f , lim f x , lim f x ,
e e+και συνεχ ς →+∞→

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞+∞ = = − +∞⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

 

      Το ( ) ( )
( )

x x
lim f x lim x ln x .

+∞ +∞

→+∞ →+∞
= = +∞  

      Άρα ( ) 1 1 1f A ,0 , , .
e e e

⎡ ⎤ ⎛ ⎞ ⎡ ⎤= − ∪ − +∞ = − +∞⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎝ ⎠ ⎣ ⎦
 

 

γ.   Η εξίσωση xx e x 0
α

= ⇔ αφου >  

      ( )xln x ln e ln x x ln x f x .
x

α α
= ⇔ = ⇔ = α⇔ = α  

      Διακρίνω περιπτώσεις. 

i) Αν 1
e

α < −  τότε επειδή το σύνολο τιμών της f είναι το 1 ,
e

⎡ ⎤− +∞⎢ ⎥⎣ ⎦
. 

      Η εξίσωση ( )f x = α  είναι αδύνατη.  

    ii)   Αν 1
e

α = −  τότε επειδή 1 1f 0, ,0
e e

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
 και f ↓  στο 1 ,0

e
⎡ ⎤−⎢ ⎥⎣ ⎦

 η εξίσωση   

     ( )f x = α  έχει μοναδική ρίζα στο 10,
e

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

 και μάλιστα είναι η 1x .
e

=  

     Και αφού 1 1f , ,
e e

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+∞ = − +∞⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 και άρα το 1 1 ,
e e

⎛ ⎞− ∉ − +∞⎜ ⎟
⎝ ⎠

 η εξίσωση   

f ΄(x) - +
e-10 ∞+ x

f (x)

0
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( ) 1f x
e

= α = −  είναι αδύνατη. Άρα όταν 1
e

α = −  η εξίσωση ( ) 1f x
e

= α = −  

έχει μοναδική ρίζα την 1x
e

=  
 

   iii)  Αν 1 0
e

− < α ≤  τότε επειδή 1 1f 0, ,0
e e

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
 και 1 1,0 f 0,

e e
⎡ ⎤ ⎡ ⎤α∈ − =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

  

και f ↓  θα υπάρχει ακριβώς ένα ( )1 1
1x 0, : f x
e

⎡ ⎞∈ = α⎟⎢⎣ ⎠
 και επειδή    

     1 1f , ,
e e

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+∞ = − +∞⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 και 1 1, f ,
e e

⎛ ⎞ ⎛ ⎞α∈ − +∞ = +∞⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 και f ↑  άρα θα υπάρχει  

     ακριβώς ένα  ( )2 2
1x , : f x .
e

⎛ ⎞∈ − +∞ = α⎜ ⎟
⎝ ⎠

 Άρα η ( )f x = α  έχει ακριβώς 2 ρίζες. 

 

iv) Αν 0α >  τότε αφού 1 1f 0, ,0
e e

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
 και 1f 0,

e
⎡ ⎤α∉ ⎢ ⎥⎣ ⎦

 η εξίσωση ( )f x = α      

       είναι αδύνατη στο 10, .
e

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

 Ενώ αφού 1 1f , ,
e e

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+∞ = +∞⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 και 1f ,
e

⎛ ⎞α∈ +∞⎜ ⎟
⎝ ⎠

   

       και f ↑  άρα η ( )f x = α  έχει ακριβώς μία ρίζα. Άρα η ( )f x = α  έχει ακριβώς   
       μία ρίζα όταν 0.α >  
 
δ.   Θ.Μ.Τ για την f  στο [ ]x, x 1+  με x 0.>  

       f  συνεχής στο [ ]x, x 1+  

       f  παραγωγίσιμη στο ( )x, x 1+ . 

       Άρα θα υπάρχει ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f x 1 f x
x, x 1 : f ' f x 1 f x .

x 1 x
+ −

ξ∈ + ξ = = + −
+ −

 

       Αλλά ( )f ' x ln x 1.= +    

               ( ) 1f '' x 0
x

= >  

       Άρα  γνησίως αύξουσα.. Άρα x x 1.< ξ < +  
       ( ) ( ) ( )f ' x f ' f ' x 1< ξ < +  

       ( ) ( ) ( )f x 1 f x f ' x 1 .+ − < +  
   
ΘΕΜΑ 4ο  

α.  ( ) ( ) ( )
2

3

0

f x 10x 3x f t dt 45= + −∫  

     ( ) ( )
2

0

f t dt C 1=∫  
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     Άρα ( ) ( )3f x 10x 3x c 45= + − .  

     Άρα η ( ) ( )
22 4 3

3

0 0

x x1 : 10x 3x c 45 dx c 10 3 c 45x c
4 2

⎡ ⎤⎛ ⎞⎡ ⎤+ − = ⇒ + − =⎢ ⎥⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎝ ⎠⎣ ⎦
∫  

    ( )40 6 c 90 0 c 46c 90 c 45c 90 c 2+ − − = ⇒ − = ⇒ = ⇒ =⎡ ⎤⎣ ⎦  

     Άρα ( ) ( ) ( )3 3f x 10x 3x 2 45 f x 20x 6x 45= + − ⇒ = + −  
 

β.  Έχω ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )u h

h 0 h 0 u 0 u 0

g ' x g ' x hg ' x g ' x h g ' x g ' x u
lim lim lim

h h u

=−

→ → → →

− + −− − − +
= = =

−
 

                     

  )()()(lim
0

xg΄΄
u

xg΄uxg΄
u

=
−+

→
 

     

γ. i. )()()(2)(lim
0
0

..
20

ςσυνεχήg
h

hxgxghxg
HLDh =
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

→

−+−+ , 

h
hxg΄hxg΄

h
hxg΄hxg΄

hh 2
)()(lim

2
)(0)(lim

00

−−+
=

−−−+
→→

 

=
−−+−+

→ h
hxg΄xg΄xg΄hxg΄

h 2
)()()()(lim

0
 

[ ] )()()(
2
1)()()()(lim

2
1

0
xg΄΄xg΄΄xg΄΄

h
hxg΄xg΄

h
xg΄hxg΄

h
=+=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ −−

+
−+

→
 

Άρα αφού 45)()()(2)(lim 20
+=

−+−+
→

xf
h

hxgxghxg
h

 

1
24

3

35)(
620)(
45)()(

Cxxxg΄
xxxg΄΄

xfxg΄΄

++=

+=

+=

 

Αλλά g΄(0) = 1, άρα 11 =C  οπότε 135)( 24 ++= xxxg΄  
Άρα 2

35)( Cxxxxg +++=  
Αφού g(0) = 1⇒ C2 = 1 
Συνεπώς 1xxxg(x) 35 +++=  
 

ii.  0135)( 24 >++= xxxg΄  και g συνεχής,  άρα g γνησίως αύξουσα ⇒ και 1 – 1 
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