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ΑΠΟΛΥΤΗΡΙΕΣ ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ Γ΄ ΤΑΞΗΣ 
ΗΜΕΡΗΣΙΟΥ ΓΕΝΙΚΟΥ ΛΥΚΕΙΟΥ 

ΠΕΜΠΤΗ 24 ΜΑΪΟΥ 2007 
ΕΞΕΤΑΖΟΜΕΝΟ ΜΑΘΗΜΑ: 

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ 
 

ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ ΘΕΜΑΤΩΝ 
 
 

ΘΕΜΑ 1ο 
 

Α. Θεωρία σχολικού βιβλίου σελ. 98 
A2. Θεωρία σχολικού βιβλίου σελ. 141 
A3. Θεωρία σχολικού βιβλίου σελ. 280 
 

Β.  α → Λάθος  
 β → Λάθος 
 γ → Λάθος 
 δ → Σωστό 
 ε → Σωστό 
 
 

ΘΕΜΑ 2ο 
 

α.  
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 Άρα είναι κύκλος κέντρου ( )0 0O ,  και ακτίνας 1ρ =  

 

β. i.  Για 1
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 ii.  ( ) ( )22
1 1

v vvz i= − = −  

  ( ) ( )2 1
v v

z− = −  

  Άρα ( )2
1 2

vvz z= −  

 
 
ΘΕΜΑ 3ο 
 
α.  fD R=  

Η f  είναι συνεχής στο R  µε ( ) 23 3f x x′ = −  
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( ) 2 20 3 3 0 1 0 1f x x x x′ = ⇔ − = ⇔ − = ⇔ = ±  

 
 Στο 1x = −  παρουσιάζει τοπικό µέγιστο το 

( ) ( )2 2 21 2 2 2 1 2f − = − ηµ θ = −ηµ θ = συν θ   

στο 1x =  παρουσιάζει τοπικό ελάχιστο ( ) ( )2 21 2 2 2 1f = − − ηµ θ = − + ηµ θ  

 
 Στο 0x =  παρουσιάζει σηµείο καµπής  
 
β.  Έχω ( ) ( )3 3

x x x x
lim f x lim x , lim f x lim x
→−∞ →−∞ →+∞ →+∞

= = −∞ = = +∞  

 Όµως 22 0συν θ >  όταν 
2

π
θ ≠ κπ+  έχω ( ] ( 21 2f , , −∞ = −∞ συν θ  

 Άρα στο Σ.Τ. περιέχεται το 0 και f  είναι γνησίως αύξουσα άρα έχει µοναδική 

ρίζα στο ( ]1,−∞ −  

 ( ) ( )2 21 1 2 1 2f , ,− = − + ηµ θ συν θ  µε ( )22 1 0− + ηµ θ <  και 22 0συν θ >  

 Άρα στο Σ.Τ. περιέχεται το 0 και  f  είναι γνησίως φθίνουσα άρα έχει µοναδική 

ρίζα στο ( )1 1,−  

 και [ ) ( ) )21 2 1f , ,+∞ = − + ηµ θ +∞  στο Σ.Τ. περιέχεται το 0 και  f  είναι γνησίως 

αύξουσα άρα έχει µοναδική ρίζα στο [ )1,+∞  

 Οπότε τελικά έχει ακριβώς τρεις πραγµατικές ρίζες. 
 

γ.  ( ) ( )( ) ( )2 2 21 2 1 2 1 0 2, , , , ,Α − συν θ Β − +ηµ θ Γ − ηµ θ  

 Για να βρίσκονται τα σηµεία αυτά στην ευθεία 22 2xψ = − − ηµ θ  πρέπει οι 
συντεταγµένες τους να την επαληθεύουν. 

x 

)x(΄΄ f  

f(x) 

−∞  0 +∞  

+ - 
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( )f x′  

( )f x  

−∞  -1 1 +∞  
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 Για το  ( )21 2,Α − συν θ  πρέπει: ( )2 2 2 22 2 2 2 2 1συν θ = − ηµ θ⇔ συν θ = −ηµ θ ⇔  

 2 2συν θ = συν θ  ισχύει 

 Για το ( )( )21 2 1,Β − +ηµ θ  πρέπει: 

 ( ) ( ) ( )2 2 2 22 1 2 2 2 1 2 1− + ηµ θ = − − ηµ θ⇔ − +ηµ θ = − + ηµ θ  

 ισχύει  

 Για το ( )20 2,Γ − ηµ θ  πρέπει: 2 2 2 22 2 0 2 2 2− ηµ θ = − ⋅ − ηµ θ⇔ − ηµ θ = − ηµ θ  

ισχύει 
 
δ.  ( ) 3 2 23 2 2 2f x x x x= ψ ⇔ − − ηµ θ = − − ηµ θ  

 ( )3 3 23 2 0 0 1 0x x x x x x x− + = ⇔ − = ⇔ − = ⇔  

 0x =  ή 2 1 1x x= ⇔ = ±  

 Άρα ( )
11

3 2 2

1 1

3 2 2 2E f x dx x x x dx
− −

⌠⌠ 
⌡ ⌡

= −ψ = − − ηµ θ+ + ηµ θ =  

 ( )
1

3

1

1x x dx
−

⌠
⌡

= −  

 Βρίσκω το πρόσηµο του 3x x−  

Έχω ( )3 20 1 0x x x x− ≥ ⇔ − ≥  

 

 Άρα η (1) : ( ) ( )
1

0 01
3 3 3 3

1 1 1
0

E x x dx x x dx x x dx x x dx
− − −

⌠
⌠ ⌠⌠   

⌡ ⌡ ⌡
⌡

= − + − = − + − =  
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1 0

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1
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−

       − + − + = − − + − + = − + − + = − =      
      

 

 
ΘΕΜΑ 4ο  
 
α.  ( ) ( )f x g x⋅ συνεχείς στο [ ]0 1,  άρα και στο [ ]0,x  µε [ ]0 1x ,∈  οπότε ( ) ( )f t g t⋅  

συνεχής ως γινόµενο συνεχών  
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 Άρα το ∫ ⋅
x

0

dt)t(g)t(f   παραγωγίσιµο  

 Άρα )x(g)x(f)x(' F ⋅=   Οµοίως και ( )
0

x

g t dt∫  παραγωγίσιµο  

 Επειδή f ↑  στο [ ]0 1,  για ( ) ( )0 1 0 0x f x f< ≤ ⇔ > >  

 Άρα ( ) 0f x >  για κάθε ( ]0 1x ,∈  και ( ) 0g x >  στο [ ]0 1,  

  ( ) ( ) ( ) 0F x f x g x′ = ⋅ >  

 
 Άρα F ↑στο [ ]0 1,  

 Για 0x >  
 ( ) ( )0F x F>  

 ( ) 0F x >  

 
 2ος τρόπος  
 Επειδή f ↑  στο [ ]0 1,  

 ( ) ( )0 0x f x f< ⇔ >  

 Και ( ) 0g x >  στο [ ]0 1,  

 Άρα ( ) ( ) 0f x g x⋅ >  στο ( ]0 1,  

 Άρα ( ) ( ) 0f t g t⋅ >  για κάθε [ ]0t ,x∈  µε ( ]0 1x ,∈  

 Άρα ( ) ( )
0

0
x

f t g t⋅ >∫  

 ( ) 0F x >  για κάθε ( ]0 1x ,∈  

 

β.  Για ( ) ( ) ( )0 0
f

t x f f t f x
↑

≤ ≤ ⇔ ≤ ≤  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0f f t f x f t f x< ≤ ≤ ⇔ < ≤  

 Επειδή ( ) 0g t >  πολλαπλασιάζω µε ( )g t  

 ( ) ( ) ( ) ( )0 f t g t f x g t< ⋅ ≤ ⋅  

 ( ) ( ) ( ) ( ) 0f x g t f t g t⋅ − ⋅ ≥  

 Και επειδή ( ) ( ) ( ) ( )f x g t f t g t⋅ − ⋅  δεν είναι ίση µε 0 για κάθε ( ]0 1x ,∈  

 ( ) ( ) ( ) ( )( )
0

0
x

f x g t f t g t dt⌠
⌡⇒ ⋅ − ⋅ >  

 ( ) ( ) ( ) ( )
0 0

0
x x

f x g t dt f t g t⋅ − ⋅ >∫ ∫  

 ( ) ( ) ( ) ( )
0 0

x x

f x g t dt f t g t dt⋅ > ⋅∫ ∫  
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 ( ) ( ) ( ) ( )
0 0

x x

f x g t dt f t g t dt> ⋅∫ ∫  

 ( ) ( ) ( )f x G x F x⋅ >  

 

γ. Θεωρώ την ( ) ( )
( )

F x
h x

G x
=  

 (Σηµείωση: Επειδή ( ) [ ]0 0 1g x x ,> ∀ ∈  

 ( ) ( ]
0

0 0 1
x

g t dt x ,⇒ > ∀ ∈∫  

 Άρα ( ) 0G x > ) 

 Η h  παραγωγίσιµη ως πηλίκο παραγωγίσιµωµων  

 ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )( )2

F x F x G x F x G x
h x

G x G x

 ′ ′ ′⋅ − ⋅
′⇒ = = =  
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( )( )2 2

g x f x G x F xf x g x G x F x g x

G x G x

⋅ −⋅ ⋅ − ⋅
=  

 Αλλά ( ) 0g x >  και  

 ( ) ( ) ( ) 0f x G x F x⋅ − >  από (β) ερώτηµα και ( )( )2
0G x >  

 Άρα ( ) 0h x′ >  για κάθε ( ]0 1x ,∈  

 Άρα h ↑  στο ( ]0 1,  

 Για 1x ≤  
 ( ) ( )1h x h≤  
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1
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δ. Βρίσκουµε τα όρια  
 

 i.)  
( ) ( )
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   Άρα το 
( ) ( )

( )
( )
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0
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Επιµέλεια απαντήσεων: 
∆ραγώνας Μπάµπης – Μαθηµατικός 
Γκιούλος Θεόδωρος – Μαθηµατικός 

Φροντιστήριο Μ.Ε «ΕΠΙΛΟΓΗ» - Καλαµάτα 
http://www.epil.gr 

 


