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ΘΕΜΑ 3ο 
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    f΄΄(x) = e  - ΄ = e  +  > 0, x > 0
x x

    άρα  η   f΄  είναι γν. αύξουσα στο  (0 , + ).

    Για  x > 1    f΄(x) > f΄(1)    f΄(x) > 0,
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Για  0 < x < 1    f΄(x) < f΄(1)    f΄(x) < 0,

    άρα η  f  είναι γν. φθίνουσα στο  (0 , 1).

↑
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f  είναι γν. αύξουσα στο  (1 , + )

β. 
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    Η  f  παρουσιάζει ολικό ελάχιστο το  f (1) = e,  άρα   
    f (x) ≥ f (1)  ⇔  f (x) ≥ e, για κάθε  x > 0. 
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   Θεωρούμε τη συνάρτηση  g, με  

   g (x) = f (x) dx  - f (x) dx , x > 0.

    Είναι  g΄(x) = f (x) dx  - f (x) dx  

                      = 2x f (x  + 3) - 2x f (x

′⎡ ⎤
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f  στο (1 , + )
2 2
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 + 1)

                      = 2x f (x  + 3) - f (x  + 1)  > 0

     διότι   x > 0  και

               1  1 + x  < 3 + x    

                   f (1 + x ) < f (3 + x )   

           

↑ ∞
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2 2        f (x  + 3) - f (x  + 1) > 0

    Άρα η  g  είναι  γν. αύξουσα στο  (0 , + )  και
    η εξίσωση  g (x) = 0  έχει μια το πολύ ρίζα  .

   Από  (1)  και  (2)  προκύπτει ότι η  g (x) = 0  

  έχει μον

∞
(2)

αδική ρίζα τη  .x = 1

 

 
ΘΕΜΑ 4ο 
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 Είναι  z = α + βi  και  z  - z  = γ ΙR   z  = γ + α + βi.
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   (α  + 3α + β + 2γ + αγ - 2) + (β - βγ)i = 0 

α  + 3α + β + 2γ + αγ - 2 = 0  
   

β - βγ = 0     βγ = β    γ = 1.
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γ = 1
2 2 2 2

2 2

2 2

 (1)  α  + 3α + β + 2 + α - 2 = 0    α  + β  + 4α = 0

    

     C :  x  + y  + 4x  = 0

     A  + B  - 4Γ = 16 > 0

    άρα ο  C  είναι κύκλος 
    με κέντρο  Κ (-2 , 0)  

    και  ακτίνα  ρ = 2.

    

⇒ ⇔β.

2 2
1

1

   Είναι  z  = α + βi  και α  + β  + 4α = 0, 

   άρα η εικόνα του  z   κινείται στον κύκλο  C.

   Tα σημεία  Α (-4 , 0)  και  Ο (0 , 0)  εξαιρούνται  διότι  β 0.

   Άρα ο ζητούμενος γ.τ. είναι 
   

≠

ο κύκλο .ς  C  χωρίς τα σημεία  Α  και  Ο

 

 
γ. z1

2 = (α + βi)2 = α2 - β2 + 2αβi 
     

z1
2 ∈ Ι  ⇔  Re(z1

2) = 0  ⇔   α2 - β2 = 0  ⇔  α2 = β2  
    και επειδή  αβ > 0,  θα είναι  α = β  (2). 
     
   Είναι  α2 + β2 + 4α = 0  ⇔  2α2 + 4α = 0  ⇔  2α(α + 2) = 0  
   και επειδή  αβ > 0,  θα είναι  α + 2 = 0  ⇔  α = -2. 
    
   Από  (2)  έχουμε  α = β = -2,  άρα  z1 = -2 - 2i. 
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(z  + 1 + i)  = (-2 - 2i + 1 + i)  = (-1 - i)  = (1 + i)  

                    = (1 + i)  = (2i)

(z  + 1 - i)  = (-2 + 2i + 1 - i)  = (-1 + i)  = (1 - i)  

                    = (1 - i)
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⎡
10 10 10
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1 1

 = (-2i)  = (2i)

Άρα  (z  + 1 + i)  - (z  + 1 - i)  = (2i)  - (2i)  = 0.
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