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ΑΠΟΛΥΤΗΡΙΕΣ ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ Γ΄ ΤΑΞΗΣ 
ΗΜΕΡΗΣΙΟΥ ΕΝΙΑΙΟΥ ΛΥΚΕΙΟΥ  

ΣΑΒΒΑΤΟ 27 ΜΑΪΟΥ 2006 
ΕΞΕΤΑΖΟΜΕΝΟ ΜΑΘΗΜΑ: 

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ 
ΘΕΤΙΚΗΣ ΚΑΙ ΤΕΧΝΟΛΟΓΙΚΗΣ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ 

 

Απαντήσεις 
 

ΘΕΜΑ 1Ο  
 
Α.1 Θεωρία σχολικού βιβλίου σελ. 253 
 
Α.2   Θεωρία σχολικού βιβλίου σελ. 273 
 
Β.  α → Λ,    β → Σ, γ → Σ,    δ → Λ,    ε → Σ 
 
ΘΕΜΑ 2Ο  
 
α.  ( ) ( ) 02χ2χf >−⋅=′  για κάθε 2χ >  

Άρα η  f γνησίως αύξουσα στο [ )⇒+∞,2  η  f  «1-1» 
 
β. Αφού η f «1-1» υπάρχει η αντίστροφη και έχουµε:  

( ) ( )22χ2ψχfψ −+=⇔=   

( ) 2ψ2χ
2 −=−⇔  [πρέπει ] 2ψ2χ2ψ02ψ −±=−⇔≥⇔≥−  

2ψ2χ −±=⇔  

Αλλά 02ψ22ψ22χ ≥−⇔≥−+→≥  ισχύει για κάθε Rψ∈  

ή 02ψ22ψ2 ≤−⇔≥−−   ισχύει µόνο για ψ=2 

 

Άρα ( ) 2x2xf 1 −+=−  µε Π.ο. [ )+∞,2  
 

γ. Έχουµε το σύστηµα   
( )

( ) χ2χ2
χfψ

χψ 2 =−+⇔
=

=
 

06χ5χ 2 =+−  
                                     χ = 2,     χ = 3 

 
Τα κοινά σηµεία της f  και της ψ = χ είναι Α(2,2)   Β(3,3) 

 
Επειδή η f γίνεται αύξουσα λόγω συµµετρίας, τα κοινά σηµεία των  1f −  και ψ = χ 
είναι τα Α, Β 



 

   
                                                                                                                                             

Φροντιστήριο «ΕΠΙΛΟΓΗ»                                                              http://www.epil.gr 

Ιατροπούλου 12 & σιδ. Σταθµού - Καλαµάτα                                        τηλ.:  27210-95352 & 96390   
 

δ.  Λόγω συµµετρίας, θα βρω το εµβαδό που περικλείεται µεταξύ της f και της ψ = χ 
οπότε ζητούµενο εµβαδό θα είναι το διπλάσιο. 
Είναι 

( ) ( ) 06χ5χ0χ2χ20χχf 22 ≥+−⇔≥−−+⇔≥−   

Άρα ( ) ( ) ( )( )∫ ∫ =−−−=−−+=
3

2

3

2

22
χd2χ2χχdχ2χ2ΩΕ  

= ( )∫ 







−+−=−+−

3

2

3

2

23
2 χ6

2

χ
5

3

χ
χd6χ5χ  

 

6
1=   Το ζητούµενο εµβαδό είναι ( ) 3

1ΩΕ2 =⋅  

 
ΘΕΜΑ 3Ο  
 
α.  i. Είναι 321321 zzz0zzz −−=⇔=++ ,  312 zzz −−=  

 
Έχουµε: 3232321321 zzzzzzzzzz ++=−−−⇔−=−  

23322332 zz2zz2zz2zz2 +=+⇔+=−−⇔  

  2232323333323222 zzzz2zz2zz4zzzz2zz2zz4 +++=+++  

1414 +=+→  ισχύει 

∆ιότι  1zzzzzz1|z||z||z| 332211321 ===⇔===  

Οµοίως 3313113221 zzzzzzzzzz −−−=++⇔−=−  

31313131 z2zzz2z2zzz2 +=+⇔−−=+⇔  

 
Και καταλήγουµε ότι 4+1=4+1 που ισχύει 

 
ii .  Από τριγ. Ανισότητα έχουµε: 

( ) 4211zz2zzzzzz 21

2

2

2

1

2

21

2

21 =++=⋅++=+≤−  

 

Είναι ( ) ( ) 4zzzz4zz 2121

2

21 ≤−⋅−⇔≤−  

2zzzz4zzzzzzzz 212122212111 −≥+→≤+−−⇔  

2zzzz 2121 −≥+⇔  

∆ηλαδή 2 ( ) ( ) 1zzRe2zzRe 121 −≥⇔−≥  
 
β.  Επειδή 1zzz 321 ===  οι εικόνες Α ( )1z , Β ( )2z , Γ ( )3z  των 321 z,z,z  

αντίστοιχα, ανήκουν σε κύκλο  µε Κ(0,0), ρ=1 δηλαδή 1ψχ:C 22 =+  

Είναι ( ) ( ) ( )ΒΓΓΑΑΒzzzzzz 321321 ==⇔−=−=−  

          2           3 
+ - + 
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Άρα το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισόπλευρο εγγεγραµµένο στον µοναδιαίο κύκλο. 
 
ΘΕΜΑ 4Ο  
 
α.  Πρέπει 1x01x ≠⇔≠−   και 1x ≠  

Άρα    ( ) ( )+∞∪= ,11,0Df  

Έχουµε ( )
( ) ( )

0
x

1

1x

2

x

1

1x

1x1x
xf

22
<−

−

−
=−

−

−−−
=′  

 
Άρα f γνησίως φθίνουσα στο fD  

 
χ 0                        1                      +∞  
( )xf ′  -  - 

( )xf  

 

 

 
 
 

( ) ( ) =∞−−
−

=






 −
−
+

=
++ →→ 1

1
xln

1x

1x
limxflim

0x0x
 

 

( ) −∞=−=






 −
−
+

=
−→→ −−

0
0

2
xln

1x

1x
limxflim

1x1x
 

 

( ) +∞=−=






 −
−
+

=
+→→ ++

0
0

2
xln

1x

1x
limxflim

1x1x
 

 

( ) ( ) −∞=∞+−=−=
+∞→+∞→+∞→

1xlnlim
x

x
limxflim

xxx
 

 
Άρα Σ.Τ: ( )+∞∞− ,  

 
β.  Στο (0,1) το Σ.Τ είναι ( )+∞∞− ,  όπου περιέχεται το 0 άρα έχω µία τουλάχιστον 

ρίζα. Επειδή όµως η f είναι γνησίως φθίνουσα στο (0,1) η ρίζα αυτή είναι 
µοναδική. 
Οµοίως στο (1,+∞ ) το σύνολο τιµών είναι ( )+∞∞− ,  όπου περιέχεται το 0 άρα έχω 
µία τουλάχιστον ρίζα. Επειδή όµως η f  είναι γνησίως φθίνουσα στο (0,1) η ρίζα 
αυτή είναι µοναδική. Άρα έχουµε δυο ακριβώς ρίζες. 

 
γ. Η εξίσωση εφαπτοµένης της g στο ( )αln,αA  είναι ( ) ( )( )αχαgαgψ −′=−  
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( ) 1αlnχ
α

1
ψ1χ

α

1
αlnψαχ

α

1
αlnψ −+=⇒−=−⇒−=−  

 
Η εξίσωση εφαπτοµένης της h στο ( )βe,βΒ  είναι ( ) ( )( )βχβhβhψ −′=−  

( ) ββββββββ eβeχeψeβχeeψβxeeψ −+=⇔−=−⇒−=−  

Για να ταυτίζονται πρέπει αlnβeln
α

1
lne

α

1 ββ −=⇔=⇔=       (2) 

Και ββ eβe1αln −=−       (3) 
 

Για να είναι 0 α ρίζα της 0)x(f =  πρέπει 

( ) ( ) αln1α1α0αln
1α

1α
0αf −=+⇔=−

−
+

⇔=       (4) 

Η (3) λόγω των (1) και (2) γίνεται: 

 ⇔⋅+=−
α

1
αln

α

1
1αln  αlnα –α = 1+ lnα 

1ααlnαlnα +=−  
( ) 1ααln1α +=−   Άρα ισχύει η (4)  

 
δ. Επειδή οι σχέσεις του ερωτ. (γ) ισχύουν και αντίστροφα προκύπτει ότι οι 2 ακριβώς 

ρίζες της f δίνουν δύο ακριβώς κοινές εφαπτοµένες.  
 

 
Επιµέλεια απαντήσεων: 

Γκιούλος Θεόδωρος – Μαθηµατικός 
Ρούτσης Θανάσης– Μαθηµατικός 
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